
CHAPITRE VI : MESURES DE HAUSDORFF 

Le premier paragraphe est un resume des connaissances necessalres 

en th~orie des mesures de Carath@odory pour la comprehensmon du 

reste. Nous defln±ssons les mesures de Hausdorff au chapitre 2, 

et ~tudions leurs rapports avec les capacltes. Nous montrons en 

particulier que toute mesure de Hausdorff est un calibre, et 

donnons diverses applications des chapitres precedents. Le para- 

graphe 3 est consacr@ ~ la comparaison des ensembles ~-finis et 

des ensembles minces pour certaines mesures de Hausdorff. Enfin 

le paragraphe 4 contient des complements sur les mesures du 

"type Hausdorff". 

i.- MESURES EXT~RIEURES 

Nous supposons toujours que E est un espace m~trisable compact, 

quoique cela ne soit pas necessamre pour une bonne pattie de 

ce paragraphe. Nous renvoyons le lecteur & MUNROE [ ] , FEDERER [ ] 

ou ROGERS [ ] pour les de~monstrations. 

s • o 

DEFINITION.- Une mesure exterleure sur E est une fonction M sur ~(E) 

satisfaisant les conditions suivantes 

a) M(~) = 0 

b) ~ est croissante : s i B contient A, on a M(B)~M(A) 

c) M est dSnombrablement sous-additive : si A est contenu dans 

la re'union d'une suite (An), on a M(A)~ Z M(An). 
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l . ° • 

Ainsi, la mesure extermeure assoclee ~ une "vraie" mesure est 

• • J o • • 

une mesure exterleure au sens de cette deflnmtlon (c'est m@me 

• . • . 

une mesure exter~eure regullere - voir la d$finition au n.4). 

• J . s  
Plus genera lement ,  !es  eapac~tes f o r t e m e n t  s o u s - a d d i t i v e s  f o u r n i e s  

par le th~orSme d'extension 15 du chapitre II sont des mesures 

e x t e r l e u r e s ,  qu i  sont  l o i n  d e t r e  r ~ g u l i ~ r e s  en gene ra l .  

2 DEFINITION.-  S o i t  M une mesure e x t ~ r i e u r e  sur  E. Une p a r t i e  A d_~e E 

est dite M-mesurable s~i, pour toute partie D, on a 

H(D) : M(mA)+M(D-A) 

Etant donn@e la sous-additivlte de M, il suffit en fait d'avoir 

l'Inegallte M(D)~ M(DNA)+M(D-A). L'ensemble des parties mesurables 

• ° • . 

est evzdemment stable par passage au complementamre, et contient 

tousles ensembles de mesure nulle. Mais, on a beaucoup mieux 

3 THEOR~ME.- L'ensemble des parties M-mesurables est une tribu. 

La restriction de M ~ l'ensemble des parties M-mesurables est 

alors une v~ritable mesure abstraite. D'autre part, les ensembles 

M-mesurables constituant un pavage E, on peut montrer que tout 

ensemble ~-analytique est encore M-mesurable (et donc un $1e~ent de ~) 

• , °  • ° ~  

DEFINITION.- Une mesure extermeure M est dite regulmere si elle 

satisfait la condition suivante : toute partie A de E est contenue 

dans une partie M-mesurable B telle que l'on ait M(A) = M(B). 

Le theoreme suivant, tres facile modulo ce qui precede, jouera 

un r$1e important par la suite 

5 THEOREME.- Toute mesure exterleure regullere est une precapaelte. 
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Nous passerons une bonne pArtie de notre temps au paragraphe 2 

demontrer que certaines mesures extermeures non regulleres sont 

• ° • 

encore des precapacmtes. 

Nous allons maintenant faire intervenir la topologie de E. 

t • • 

6 DEFINITION.- Une mesure extermeure est appel@e une mesure de Borel 

• ° 

si tousles borelmens sont mesurables. 

Le theoreme suivant est un cas particulier d'un r~sultat cit~ 

plus haut 

7 THEOREME.- Soit M une mesure de Borel. Tout ensemble analytique 

est M-mesurable. 

° 

Voici le "crmtere de Carath~odory", qui donne un moyen commode 

• . • • . 

pour verzfmer qu'une mesure exterleure est une mesure de Borel 

THEOREME.- Pour qu'une mesure ext@rieure M soit de Borel, il faut 

et il suffit qu'elle satisfasse la condition suivante : s_~i A e_~t B 

sont deux parties de E ayant leurs adherences disjointes, alors 

on a M(AUB) = M(A) + H(B). 

Terminons ce petit r6sum~ en dormant deux m~thodes "elassiques" 

• ° 

pour eonstruire des mesures exterleures. 

• . 

9 Nous deszgnerons par Cune classe de parties de E contenant 

et par ~ une fonction sur C telle que ~(~) = 0. Nous deslgnerons 

d'autre part par dune distance sur E compatible avec sa topologie 

par 8 la fonction diam~tre definle par d (avecla convention ~(~)= 0). 

i0 THEOREME.- S_~i, pour toute ~artie A d__ee E, on pose M~(A) = inf Z ~(Cn) 

o~u (Cn) parcourt l'ensemble des recouvrements de A par des ~le'ments 

de C, la fonction M ~ ainsi d~finie est une mesure extermeure. 

8 
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Comme d'habitude, on convient que M~(A) = +~ s'il n'existe pas 

de recouvrements de A. Si, dans cette d~finition, on restreint ~ en 

ne prenant que les $l@ments de ~ de diam~tre gt ( resp <t), on 

" " ~ (resp N~) obtient une nouvelle mesure exter~eure que nous noterons M t 

~ ~ et pour tout t, et les M t N t pour tout t> 0. Evidemment, on a M N t 

croissent sit d@croit 

sup II THEOR~E.- La fonction M s = sup M t = N test une mesure de Borel, 

¢ #  i .  

qui est reguli~re si les elements de ~ sont borelmens. 

Les mesures de Hausdorff seront construites suivant ce schema. 

2.- MESURES DE HAUSDORFF 

12 

D~sormais, E est un espace m@trique compact, muni d'une distance d; 

la fonction diam~tre est notre 5, et 5(~) = 0 par convention. 

S . ° • • 

On desmgne par ~ une fonction sur =K(E) ayant les proprmetes suivantes 

i) la fonction ~ est croissante et continue 

ii) on a ~(@) = 0, et, si ~<K) = 0 pour Ke__K(E), alors 5(K) = 0 

et, pour des raisons de commoditY, on prolonge ~ ~ @(E) en posant 

iii) ~(A) = ~(~) pour tout Ae@(E) 

et Pour tout te]0,+~], on d~finit les fonctions M t N t comme ci-dessus. 

On a Mt(A) (resp Nt(A) ) = inf Z e(An) o~ (A n ) est un recouvrement 

de~nombrable de A par des parties A n de E telles que 8 (An)~ t 

(resp 5(An)<t) , et o~ l'inf est pris sur l'ensemble de ces recouvre- 

ments. Etant donn@e !a condition iii), on peut supposer les A n quel- 

conques ou compacts (quitte ~ remplacer A n par ~n). Si les A n sont 

"quelconques", on peut les supposer disjoints et contenus dans A 

(qultte ~ remplacer A n par AnA n) : les mesures Mt(A) et Nt(A) ne 
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• ° • . 

d@pendent donc que de l'espace metrlque A, et non du compact metrlque 

E d a n s  l e q u e l  A e s t  p l o n g ~  l s o m e t r ! q u e m e n t . "  " " I_~ c o n d i t i o n  i i i ) ,  j o i n t e  

i), permet aussi de supposer les A n ouverts dans la deflnztlon des 

mesures N t ,  q u i t t e  ~ r e m p l a c e r  A n p a r  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  de  ~ n  

suffisamment proche de A-- n. Nous verrons aux n. 18 et 19 que M s~ est 

une c a p a c i t ~  e t  que  l a  f a m i l l e  ( M t , N t )  e s t  tune p r o j e c t i o n  c a p a c i t a i r e .  

sont des P o u r  l e  m o m e n t ,  b o r n o n s  n o u s  ~ r a p p e l e r  q u e s  l e s  N~ e t  N t 

• " ~ sup ~ est mes~res e x t e r l e u r e s ,  e t  que  l a  f o n c t i o n  M a = s u p  M t = N t 

u n e  m e s u r e  de  B o r e l  r e g u l z e r e ,  que  n o u s  a p p e l l e r o n s  l a  m e s u r e  d e  

Hausdorff engendr~e par a. 

13 EXEMPLE.- Les mesures de Hausdorff classiques sont construites de la 

mani~re suivante : on se donne une fonction monotone croissante et 

continue h sur qR+ telle que h(t) soit ~ 0 pour t > 0, et on prend 

pour ~ la fonction composSe hob ; la mesure de Hausdorff M s est 

alors notre ~ (pour h constante = i, M Iest la mesure de comptage 

des points; pour h(t) = t s, se~R+, M hest la mesure s-dimensionnelle) 

La g$n4ralisation expos@e iciest due ~ S!ON et SJERVE [ ], auxquels 

est emprunt~ aussi le lemme technique fondamental pour d~montrer 

sont des precapacltes. que les M t 

Notons tout de suite ~ quoi sert la condition ii) du n.12 

14 THEOREM~.- Soit (K n) une suite de compacts telle que lim a(K n) = 0. 

Alors on a aussi lim 6(Kn) = O. 

s 

DEMONSTRATION.- Soit a = lim sup 8(Kn). Quitte ~ extraire tune sous- 

suite des K n, on peut supposer que lim K n = K existe dans ~(E) et 

que lim 6(K n) = a. Comme ~ et 6 sont continues sur ~(E), on a 

~(K) = 0, donc 6(K) = 0 et donc a = 0. 
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Une consequence importante de ce petit lemme : 

15 THEOR}.ME.- Soit A une partie de E. Pour ~ue M~(A) = 0, il faut et 

i l  suffit que M~(A)  : o. 

DEMONSTRATION.- La condition necessamre est triviale. Supposons 

done que M~(A) = O. Pour tout c> 0, soit (K~) un recouvrement 

~)g , de A par des compacts tels que Z ~(K c. Pour c fmxe, on a 

lim ~(K~) = 0 et done lim 6(K~) = 0 : il existe un entier n e 

tel que  : sup  Mais on a aussi I = 0 et 
C g 

K~ " " K c sent de done aussi ~$m 6( ) = O. Done, pour t~ 0 fmxe, les n 

diam~tre,~t pour c suffisamment petit, et ainsi Mt(A) = 0 pour 

tout t> 0. 

Voici maintenant le lemme technique fondamental pour i' ~tude 

• • • C~ 
des proprletes capacitaires des mesures M t 

16 THEORIME.- Soit, pour tout entier p, une suite de compacts ~P= (KPn). 

ii existe alors une suite de compacts ~ = (Kn) satisfaisant les 

conditions suivant es 

a) 6 (Kn) ~ limpsup 6 (KPn) pour tout n 

b) E n ~(K n) + limpinf M~[~K p - OnKn] ~ limpinf ~ a(K p) 

• t 
DIMONSTRATION. - Commentons d'abord un peu i' enonce. Supposons 

que, pour chaque p, (KPn) soit un recouvrement d'un ensemble A : 

on voudrait pouvoir d~finir un recouvrement limite quand p tend 

vers l'infini. Ce n'est pas tout ~ fait possible, mais les K nen 

ferment presque un : la condition b) nous donne une estimation 

• . _ U K  n ]  " . preelse de la mesure M~[A . Passons ~ la demonstratlon. Nous 

allons commencer par simplifier la situation par ~tapes. D'abord, 

. , ( I<Pn) il suffit de consmderer le cas o~ limpinf E ~ est fini. Et, 
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quitte ~ extraire une sous-suite de (~P), on peut supposer que 

lim Z s(KPn) = a <+~ 
P 

existe. Pour p fix@, on a l~m s(K p) = 0 et doric lim 6(K p) = 0 : 

quitte ~ r~arranger la suite (K p) , on peut supposer que la suite 

(6 (KPn)) est d~croissante. Enfin, quitte ~ extraire en cascade 

des sous-suites de (ig p) et ~ prendre la sous-suite diagonale, 

on peut supposer que, pour chaque n, la suite (K p) converge 

dans K(E) vers un compact K n. Comme s est continue, on a 

~(Kn) = lim s(KP), et il results du lemme de Fatou que b : Z S(Kn) 
P 

est majorg par a. D'autre part, on a aussi 8(Kn) = lim 5(KPn) p 

et nous allons montrer que l'on a 

li~supHS[uKP n- UK nIL a-b 

Ainsi (Kn) satisfera les conditions du th@or~me (on a une "lim sup" 

darts a) et une "lim inf" dans b) parce qu'on travaille en r~alit~ 

sur une sous-suite de (KP)). Nous allons d'abord montrer que 

limpSUp MS[U K p - UV n] ~ a-b 

lorsque (Vn) est une suite d'ouverts telle que V n contienne K n 

pour tout n (ce r~sultat est par ailleurs suffisant pour montrer 

• , M s que M s est une capaelte et que est un calibre). Soit ¢> 0 : 
oo 

il existe des entiers n o et Po tels que 

(i) E S(Kn) ~ ¢ pour n>~n ° 

(2) KPcv n pour P>JPo et n = 1,2,...,n o 

(3) E n s(KPn)_~ a+~ pour P>~Po 

(4) Is(K~) - s(K l) l+rs(K~) - s(K 2) b...+Is(KPno) - ~(Kno) I @ 

pour p>/Po 

De la condition (2), il r~sulte que, pour P>~Po' on a 

U K P -  U v ~ u ~:P 
n n n~.n o n n~n o n 

Si t>0 est tel que 6(KP){t pour tout P>'Po et tout nb, n o, on a 
[Z 

Mt[IKP n- UnVn] ~ M~[UnKP-nUnoVn]~ E s(K p) { (a-b)+ 3c n>n o n 
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la derni~re in~galit@ resultant de l'@galit~ 

E e(K p) = E n e(K p) -Z n ~(Kn)+ E -Z ~(K p)+ E e(K ) n>n o n n.~no~ (Kn) n.~n ° n>n o n 

et des conditions (i),(3) et (4)• Maintenant, pour t>O fixe', 

on peut supposer n o suffisamment grand pour que 6 (K n ) <t, puis 
O 

Po suffisamment grand pour que 6 (K p )~t pour P>zPo" Comae ia 
O 

suite (6 (KP)), p fix6, est d6croissante, on a dans ces conditions 

pour tout P>'Po et tout n> n o, et donc 

IIne reste plus qu'~ faire tendre t vers 0 puis ~ vers 0 pour 

obtenir li~sup M~[ U KP n - U Vn] ~ a- b• La derni6re 6tape va faire 

intervenir le fait que M ~ est une mesure r~guli~re, et done une 

• " " fix@ et pour n 1,2,. raisons deeroitre precapacmte. Pour n o = .. ,no, 

• # ° • 

l'ouvert V nvers K n La mesure M ~ etant une precapacite,pour p fixe', 

M~[U K p -- U V -- U V ] croPt vers M~[D K p- U K -- U V ]. 
n n n~n o n n>n o n n n n~n o n n>n ° n 

On en d@duit que, pour tout entier no, on a 

ii%supM [uK -u K --u v]ga-b 
n{n o n n)n o n 

Soient maintenant e> 0 et t> 0, et choisissons l'entier n o et 

les ouverts (Vn) de sorte que 6 (Vn)g t pour n),n ° et E ~(Vn)g c 
n>n o 

(la possibilite' de ce choix r~sulte ais@ment de la convergence 

• " )). On a alors, pour p fixe, de la serme E ~(K n 

<[ ~ K p - ~K n] ~ M~[ ~K p -nUnoKn] et M ~ ~tant sous-additive 
' ' t 

c~ t [ ~ K  [ -  U K -- U V ] + M t ( n ~ n o  n ) M t[U K p -n~noKn] ~ M ~ ~ V n n n.~n o n n)n o n 

g ....... ] +n) no (Vn) 

et donc on a M~[UK p - U Kn] ~a-b+ 2¢ pour p suffisamment grand• 

!i ne reste plus qu'g faire tendre t vers 0, puisc vers 0 pour 
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17 COROLLAIRE.- Soit, pour tout entier p, une suite de compacts (KPn). 

!i existe a!ors une suite de compacts (Kn) satisfaisant les 

conditions suivant es 

a) 8(Kn)~limpSUp 5(K p) pour tout n 

b) s_~i A est une partie de E contenue dans limpinf (UnKPn), on a 

Z n ~(Kn)+M~[A- ~Kn] ~ limpinf Z ~(K p) 

• • " inf (U KP), DEMONSTRATION.- On peut evldemment supposer que A = limp 
n n 

et !e corollaire sera prouv@ si !'on mcntre que l'on peut 

intervertir "lira inf" et "M s'' dans le b) du th~ore~me 16. Or, M a ~tant 

• . , A n une precapaclte, satisfait le lemme de Fatou : pour toute suite ( ), 

on a M~[lim inf A n ] L lim inf MS(An). D'o~ la conclusion. 

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le theoreme qui 

vanous permettre d'appliquer aux mesures de Hausdorff les 

r~sultats des chapitres precedents 

18 TH~0REME.- La famille (Mt,Nt) est une projection capacitaire. 

DEMONSTRATION.- Nous allons reprendre dans l'ordre les proprmetes 

d'une projection capacitaire pour les rappeler au lecteur. 

a) pour t fix~, si A est contenu dans B, on a evldemment 

M~(A) ~ Mt(B)et Nt(A)~ N~(B) 

b) pour t fix@, si (Ap) est une suite croissante, alors 

( u Ap) : sup (Ap) 

et ~ " • Comme E est compact, les fonctions M t N t sont finies. Pour p f±xe, 

soit (K p) un recouvrement de Ap par des compacts de diam6tre ~ t 

2-p tel que Z ~(KPn)~Mt(Ap)+ et appliquons le n.17. Comme A = UA 
' p P 

est contenu dans limpinf (uKP], on a 
-n n" 
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M <A) M <U UK n) .<  (Kn) + M (A- UKn) 

et l'in~galite" inverse est ~vidente. 

c) pour t fixe', si (Kp) est une suite decrolssante de compacts, 

Nt(nKp) = inf Nt(~) 

Posons K-- n K m. La mesure Nt(K) est ~gale ~ inf ~ ~(V), o~ (V n) 

est un recouvrement d~nombrable par des ouverts de diam~tre ~t. 

flxe, un P o p Mais, pour (V n) " " il exite entier tel que K soit 

contenu dans UV n pour P>~Po" D'ou la conclusion. 

d) pour t fixe', et K compact, N~(K) est une fonction analytique 

puisque c'est une constante : 

e) pour A fixe', les fonctions t ~ M~(A) st t ~ N~(A) sont monotones 

d~croissantes (ce qui est ~vident), et, pour tout t, 

Mt(A) = ~s>~t N~(A)s Nt(A) = ~l~<tm % Ms(A) 

Demontrons d'abord la seconde egallte, qui est plus simple. On a 

~videmment N~ (A)~M~(A)~ s pour s~t. D'autre part, si (Kn) est 

un recouvrement de A par des compacts de diam@tre<t tel que 

CZ 

Z ~(Kn)~Nt(A)+~, on a lim c(K n) = 0, doric lim 5(K n) = 0 : 

ainsi, il existe s~t tel que 6(Kn)~S pour tout n, et alors 

on a M A),~ Z ~(Kn)~N A)+ c. Demontrons maintenant la premiere 

egallte. Etant donnee la seeonde, tout revient ~ montrer que 

(tp.) la fonction t ~ Mt(A) est continue ~ droite. Fixons t, et soit 
• . • • • . 

une suite decrolssante convergeant verst. Pour p flxe, deslgnons 

par (K p) une recouvrement de A par des compacts de diamStre<tp tel que 

~<K~) .<M~n(A)+ 2-P. Et appllquons de nouveau le n. 17 : on a 

comme ci-dessus M~(A)~ E ~(K n)+ M~(A- U Kn)% i~f M ~ • tp(A) Et 

i'inegallte inverse est e'vidente. 
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19 
• ° ° J 

COROLLAIRE.- La mesure extermeure M ~ est une ca~aclte, et les 

ensembles de capacit@ nulle pour M ~ coincident avec les ensembles 

de mesure nuiie ~our M ~. 

DEMONSTRATi0N.- La seconde partie est une reformulation du n.15; 

• " ~ ~tant ~gal ~ N t la premiere rgsulte du thgor~me precedent, M t 

pour t~8(E). 

Une limite croissante de calibres 4tant encore un calibre, on a 

d'apr~s le theoreme 16 du chapitre IV 

20 THEOREME.- La mesure de Hausdorff M ~ est un calibre. 

et donc, d'apr~s le th~or~me Ii du chapitre III 

21 COROLLA!RE.- Soient Fun espace m6trisable compact, e_~t A une partie 

analytique du ~roduit Ex_F. La fonction y ÷ M~[A(y)], o_~ A(y) est 

la coupe de A suivant y, est analytique sur F. 

Une autre consequence du theoreme 20 : 

22 COROLLAIRE.- Soit A une ~artie analytique de E. Alors 

M~(A) = sup Ha(K), X~A, X~(E) 

Passons maintenant aux consequences du n.!9 : les ensembles 

analytiques ~-finis po~r M ~ sont e~idemment ~-finis pour la 

capacit~ M , et donc on a, d'apr~s le theoreme 18 du chapitre V 

23 THEOR~ME (de Davies).- Soit A une partie analytique de E. S_~i A n'est 

pas ~-fini pour M s, alors A contient un compact K qui n'est ~as 

~-fini pour M ~. 

On trouvera une version plus forte de ce theoreme dans SION et 

SJERVE [ ], qui montrent en particulier que, si l'ensemble 

analytique A n'est pas ~-fini pour M ~, alors il existe une autre 
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mesure de Hausdorff M ~ telle que A ne soit pas ~-fini pour M ~ 

tandisque tout ensemble ~-fin± pour M s est de mesure nulle pour M ~. 

• • ° 

Etant donnee le n.19, un ensemble analytique a une epalsseur ~0 

s s  

si et seulement s'il contlent les elements d'une famille non d~nom- 

brable d'ensembles analytiques disjoints de mesure~0 pour M s. 

De la remarque du n.12 du chapitre V, il r~sulte 

P ~  

THEOREME.- Un ensemble analyti~ue d'e~aisseur ~0 contient un 

compact ~gal ~ la r~union d'une famille "continue" de compacts 

disjoints d'e~aisseur~0. 

Dans le cas d'un ensemble compact, ce theoreme est d~ ~ DAVIES [ ], 

auquel nous avons emprunt~ l'id@e pour d~montrer que la pr$capacit~ 

• o 

epalsseur est dichotomique. 

Et l'on a, d'apr~a le theoreme 13 du chapitre V, 

THEOREME. Soient Fun espace • " compact et A une - metrlsable , __ partie 

ana!ytique du produit ExF. L'ensemble des y~F tels que la coupe A(y) 

air une ~paisseur ~0 est ana!ytique dana F. 

REMARQUE.- Ce theoreme ~tend aux mesures de Hausdorff le theoreme 

de Mazurkiewicz-Sierpinski pour la mesure du comptage des points. 

Dana le m~me ordre d'id@es, la conjecture suivante, qui g@n~ralise- 

rait le theoreme de Souslin-Lusin-Braun pour la mesure du comptage 

des points, semble raisonnable, quoique sans doute trSs difficile 

• o 

~tablir : si Best un borel~en de ExF tel que la coupe B(y) soit 

mince pour M s pour tout y~F, alors la fonction y ~ M~[B(y)] est 

bor~lienne sur F (on sait qu'elle est analytique d' • apres le n.21). 



- 94 - 

3.- ENSEMBLES MINCES ET ENSEMBLES ~-FINIS 

26 

Voici d'abord un th6or~me facile, qu'on pourrait formuler plus 

ggne'ralement en comparant deux hordes d' ensembles minces pour 

une capacit e" 

THEOREME.- Soit M ~ une mesure de Hausdorff. Si tout compact mince 

de mesure~O contient un ensemble analytique ~-fini de mesure 70, 

tout ensemble mince est a-fini. 

DEMONSTRAT!0N.- D'aprSs le th~orSme 16 du chapitre V, tout ensemble 

• . 

mince est comtenu dams la reunlon d'une suite de compacts minces 

et d'un ensemble de mesure nulle, ii suffit donc de conslderer 

les cas d'un compact mince K de mesure~O. Soit alors ~ l'ensemble 

des familles de compacts disjoints, ~-finis et de mesure~0 contenus 

dans K : cet ensemble n'est pas vide d'apr~s l'hypoth~se et le n. 22, 

et est inductif pour l'inclusion; d'autre part, tout element de 

est d~nombrable puisque K est mince. Soit (Kn) un ~le'ment maximal : 

d'apr~s l'hypoth~se et le n.22, l'ensemble K - (UKn) est de mesure 

nulle. En effet, simon, K - (O Kn) contiendrait un compact, mince, 

de mesure~0, et (Kn) ne pourrait etre un element maximal. Ii est 

alors clair que K est ~-fini. 

Ii est probable que les ensembles minces sont toujours ~-finis. 

Nous allons voir que c'est le cas si E est un compact d'un espace 

euclidien et si ~ est de la forme ho6 (cf le n. 13). Nous renvoyons 

• • ° 

le lecteur ~ ROGERS [ ] pour une etude systematlque des mesures 

• . • ° ° 

exterleures defmn!es par des "r~seaux" et des conditions de 

validit~ plus larges du theoreme suivant. 
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27 THEOR~E (de Besicovitch).- Soit E un compact d'un es~ace eucli- 

dien ~R d et supposons ~ de la forme hob . S_~i ~(E) est,0, i_!l 

existe un compact K d._ee E tel que l'on air 0< Mh(K)<+~. 

DEMONSTRATION.- On va en fair travailler avec une autre mesure 

de Borel r6guli~re, construite ~ partir d'un "r~seau", et "e'quiva- 

lente" ~ M h (les mots entre guillemets vont ~tre preclses" ' par 

la suite). Mais, avant, on va simplifier un peu les choses. Nous 

allons montrer que l'on peut supposer ~(En P) = 0 pour tout 

hyperplan P de ~R d. En effet, sinon, il existe un hyperplan P 

tel que ~(EnP)~0, et, quitte ~ remplacer E par EnP, on peut 

se placer dans ~Rd-l~ En it~rant le procede, on aboutit soit 

un compact E' dans ~R d' avec E' c E, d' ~ d, tel que ~(E')> 0 
-O 

et ~(E' n P)TPour tout hyperplan P de ~R d' (cas o~ h(O) = 0), soit 

un point x de E de mesure Mh([x]) = h(O)~+~ (cas o~/ h(O)>O). 

Passons maintenant ~ la construction du reseau et des mesures 

extermeures assoclees. D'abord, le compact E est contenu dans 

un cube compact C O dont les armies sont parall~les aux axes de 

coordonne'es de qR d. Soient alors =H 0 i' ensemble ayant C O pour seul 

~!ement, H 1 l'ensemble des 2 d cubes compacts C 1 obtenus en divisant 

les armies de C O par 2, et, de mani~re g~n{rale si H k est d~fini, 

soit Hk+ 1 l'ensemble des 2d.2 kd cubes compacts C k+l obtenus en 

divisant par 2 le's armies de chacun des 2 kd cubes compacts C k de __~. 

On d~finit alors des mesures exterleures suivant le procede dun. lO. 

Plus preclsement, nous poserons, pour tout entier r et tout AC C O , 

Ar(A ) = inf Z ~(Cn) o~ (Cn) est un recouvrement de A par des cubes 

appartenant ~ k~r=~ (soit, encore, par des cubes du re'seau de 

diam~tre~2-rs(cO)), et o~ l'inf est pris sur l'ensemble de ces 
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r e c o u v r e m e n t s ,  e t  nous p o s e r o n s  A(A) = sup Ar(A) .  

Notons  d ' a b o r d  que A ( r e s p  A0) e s t  @ q u i v a l e n t e  ~ ~ ( r e s p  ~ )  

• . C O ' au s e n s  p r e c i s  s n i v a n t  : p o u r  Ac  on a 

M (A) %(A) 22d. M (A) 
Mh(A) ~ A(A) ~ 22d. Mh(A) 

( c ' e s t  i c i  q u ' i n t e r v i e n t  d ' u n e  mani@re e s s e n t i e l l e  l e  f a i t  que 

E s o i t  de d i m e n s i o n  f i n i  . Les l n e g a l m t e s  de gauche  s o n t  t r i v i a l e s .  

C e l l e s  de d r o i t e  r @ s u l t e n t  ais@ment du f a i t  que t o u t  ensemble  BC C O 

tel que 2-(k+i).6(C O )~6(B)~2 -k.6(C O ) est contenu darts la reunlon 

de moins de 2 d membres de H k et donc dans celle de moins de 22d 

membres de --~+i" Par exemple, pour M h, soient e ~ 0 et (An) un 

recouvrement de A par des parties de C O tel que ~(A)+ c> E ~(An); 

on peut supposer 6 (An) ~ 0 pour tout n, quitte a remplacer A n par 

un voisina~e suffisamment petit. Chaque A est alors contenu dans 
n 

la reunlon de moins de 22d cubes du re'seau de dmametre mnfermeur 

celui de An, et doric A0(A)~22d Z h[6(An)]~22d(~(A)+~). Ii 

ne reste plus qu'~ faire tendre c vers 0. 

Nous avons suppos@ que Mh(En P) = 0 pour tout hyperplan P. Nous 

allons encore simplifier un peu la situation en supposant que 

l'on a EN P = ~ pour tout hyperplan P contenant une face d'un cube 

du re'seau. Cela est possible, car, si (Pn) est une enumeratlon des 

J 
hyperplans engendr~s par les faces des cubes du reseau, on a 

Mh(E - UPn) = Mh(E))O, et, si En (UPn) n'est pas vide, on peut 

remplacer E par un compact contenu dans E- UP n d'apr~s le n. 22. 

Cela ~tant, les mesures A ont les trois proprmetes suivantes 
r 

i) si on a Am E et k~r, alors Ar(A) = Z Ar(AN C k) o~ C k par- 

court les cubes de =~. En effet, tout recouvrement de A par des 
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cubes appartenant ~ U H s se "partitionne" en recouvrements s~r 

des AA C k : d'o~ Ar(A)~E Ar(AGck), et !'inggalit@ inverse 

est evzdent e. 

ii) si on a ACE et Ak+l(AO C k)~(C k) pour tout cke__Hk, alors 

~+Z(A) : %(A) 

En effet, d'apr~s i), il suffit de v~rifier que Ak+l(AN C k) est 

~gal ~ Ak(AO C k) pour tout cke=Hk . Or le seul recouvrement "int~res- 

sant" de A O C k permis pour Ak, mais non permis pour Ak+l, est 

celui compos$ par C k tout seul : si on a ~+I(AO Ck)~(ck), 

on a Ak+I(AA ck)~ Ak(AO C k), et l'inegallte inverse est e'vidente. 

I 
iii) si (Kn) est une suite decrozssante de compacts de E, 

alors Ar( O Kn) = inf Ar(Kn) pour tout entier r. En effet, pour 

les parties ineluses dams E, on peut remplacer les cubes du reseau 

par leurs intgrieurs dans les recouvrements, et un ouvert contenant 

OK n contient K n pour n suffisamment grand. 

Maintenant, supposons que nous puissions construire par recurrence 

, (~) une suite decromssante de compacts de E telle que K 0 = E et 

Ak+l(~+ lflC k) = Ak( ~A C k) pour tout ckeHk 
De i), il r~su!te que 

Ak+1 (K~+ z) : ~(K k) ..... A0(K o) 
et d@ ii), que 

Ak+l(~+1) : %~(~+i) ..... ~o(~+z) 
c~r, pour r{k, on a ~+l(~+zn cr)gA +Z(K +Zncr) = Ar(Xrn Cr) 

et Ar(X r n c r) ~ ~(c r) pour tout crier • 

Poso~s ~Zors X = n~ • on a A(X) = Zim Ak(X)~Zim ~(K k) = ~O(X0), 

et, d'apr~s iii), Ao(K ) = lim A0(~) = Ao(K0) , et doric, finalement, 

on a A(K) = Ao(K ) = A0(E ). Etant donn~e l'e'quivalence de M h (resp ~) 
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e t  de A ( r e s p  AO), on a a l o r s  o , M h ( K ) < + ~ .  

! 1  ne nous  r e s t e  p l u s  q u ' g  c o n s t r u i r e  p a r  r ~ c u r r e n c e  une s u i t e  

d 6 c r o i s s a n t e  ( ~ )  de compac t s  de E t e l l e  que K 0 = E e t  

Ak+l(~+in C k) : Ak(K k n C k) pour tout ck¢__~ 

Comme on a e'videmment Ak( ~ n C k) ~< Ak+l( ~ n ck), la construction 

par recurrence sera possible si nous demontrons la chose suivante : 

soient run entier et K un compact de E; pour tout te[O,Ar(K)], 

il existe un compact LCK tel que Ar(L) = t. Et cela r6sulte du 

fait que la fonction s + Ar[Kn [xeflR d : Xl~ s]], o~ x Iest la 

premiere coordonn~e de x et s est reel, est continue : elle est 

croissante, continue ~ droite d'apr~s iii), et continue ~ gauche. 

V4rifions ce dernier point. Fixons s; comme Ar[Kn Ix : Xl= s]] = 0 

(Mh(Kn P), et done A(KA P), ~tant nul pour tout hyperplan P), il 

existe, pour e>0 fix6, un recouvrement de Kn[x : Xl= s] par 

des cubes C n du r~seau tel que C n appartienne ~ k~rHk pour tout n 

et que Z ~(Cn)~C. Mais, les int6rieurs des C n forment aussi un 

recouvrement de K n Ix : Xl= s], le compact K ne rencontrant pas 

les hyperplans des faces des cubes, et donc les C n forment aussi 

un recouvrement de Kn Ix : s-~Xl.~S] pour ~>0 suffisamment petit 

On a alors Ar[Kn[x : Xl~S]]~Ar[Kn Ix : XlgS-~}]+~. La fonction 

envlsagee ~tant croissante, il ne reste plus qu'~ faire tendre e 

vers 0 pour obtenir la contlnulte ~ gauche. 

REMARQUE.- Ce the'or~me n' est pas valable en route generallte : 

DAVIES et ROGERS [ ] ont construit un exemple de compact m@trique E 

et de fonction h tels que M h ne prenne que les valeurs 0 et +~, 

avec Mh(E) = +~. Cependant, dans cet exemple, E est quand m~me 

d' " " epalsseur > O. 
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Etant donne" le theoreme 22, on a sous les m~mes hypothSses 

28 COROLLAIRE.- Soit A une partie analytique de E telle que Mh(A)~ O. 

Alors A contient un compact K tel ~ue 0 gMh(K)~+~ 

Ii n'est pas difficile de voir qu' on a en fait un peu plus : 

Mh(A) = sup Mh(K), K compact inclus dans A tel que o~Mh(K)~+~. 

Et, finalement, d'aprgs le theoreme 26, on a, toujours sous 

les hypotheses du theoreme 27, 

29 COROLLAIRE.- Toute partie mince de E est a-finie pour M h. 

4.- COMPLEMENTS 

A : CAS TOPOLOGIQUE 

On d~signe ici par E un espace metrmque, pas forcement separable, 

et nous nous limiterons aux mesures de Hausdorff classique~: h est 

une fonction croissante et continue sur ~+ telle que h(t)~ 0 

pour t>O, et ~ est la fonction composee hob , 6 d@signant toujours 

• ~ • I t  

le dlametre. Pour h donnee, on d~finit comme precedemment les 

mesures ext@rieures ~t' ~t pour t~]0,+~], et M h, les $1~ments des 

S A 

recouvrements pouvant ~tre "quelconques", ou fermes, ou meme ouverts 

dans le cas des ~t" La mesure ~ est encore une mesure de Borel 

• . • 0 . • 

regulmere, donc une precapac±te, et il n'est pas difficile de 

!es mesures N~ sont "continues ~ droite" sur les voir que compacts, 

au sens de la d~finition 25-c') du chapitre II. Le probl~me dif- 

ficile, et crucial pour ce qui nous mnteresse, est de savoir si 

les mesures sont encore des precapacmtes. La reponse n'est 

s s  . •  

toujours pas connue en toute generallte. Cependant, on dolt g 
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DAVIES [ ]une @rude tr@s fine de la question, et, en particulier, 

une solution positive pour une large classe de couples (E,h). 

Etant donn6e la difficult6 de la mati~re, nous nous contenterons 

de citer le r6sultat suivant (d~ ~ Davies) 

l ~ • ° . 

30 THEOREME.- Supposons que h verlfle la condition suivante : il existe 

un constante k telle que h(3t)~k.h(t) pour tout teaR+. Alors, 

~t • ° S la mesure est une precapacmte pour tout te]0,+~]. 

Dans ces conditions, M~ est une capacit~ continue a droite, et 

il resulte du theoreme de Sion (cf n.27 du chapitre II) 

31 COROLLAIRE.- S_~i A est analyti~ue au sens de Choquet, on a 

Mh(A) = sup Mh(K), K compact inclus dans A 

On peut en fait de~ontrer un r~sultat bien meilleur : si A n'est 

pas ~-fini pour M h, alors A contient un compact lui aussi non 

~-fini pour M h. 

Nous n'avons pas eu le courage de verzfmer les dStails, mais il 

est presque certain qu'on peut aussi @tendre ~ ces mesures 

le theoreme 21, tout au moins si E est complet et separable. 

B : CAS ABSTRA!T 

La notion de mesure du "type Hausdorff" que nous allons d~finir ici 

est due ~ Glivenko, mais i~ aussi les progrSs de'cisifs sont des 

DAVI~S [ ]. 

• o 
Nous desmgnons maintenant par E un ensemble sans structure topolo- 

gique, et par (Vn) une suite de parties non rides de E telle 

que E -- lim sup V n. Et, ~ chaque V n, on assoeie un r~el~O que 

nous noterons a(Vn). Pour tout entier k, on d~finit une mesure 
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e x t @ r i e u r e  M k e n  p o s a n t  Nk(~) = O, e t ,  p o u r  A non v i d e ,  

Mk(A) = inf E ~(Vni ), o~ (Vnl). est un recouvrement de A par 

une sous-suite (gventuellement finie) de (Vn) telle que l'on 

ait ni~ k pour tout i. Et on d~finit une mesure du "type Hausdorff" 

en posant M = s~p M k = l~m M k. Les fonctions M k et M sont des 

S . 
mesures exter!eures, mais rien ne permet d'affirmer, pour le 

moment, que M est regullere. On a cependant le th~or~me suivant, 

dont la demonstratlon ressemble beaucoup ~ celle du thgor@me 16, 

mais est plus simple et plus "lumineuse", 

f • s . • 

32 THEOREME.- Si la mesure M est une precapaclte, alors la mesure M k 

est aussi une precapaelte pour tout entier k. 

s . • • . • 
La mesure M est une precapaclte si elle est regullere : voici 

une condition suffisante (mais non ~vidente) pour qu'il en soit 

ainsi 

33 THEOR~M~.- Pour Que la mesure M soit r~guliSre, il suffit que 

la suite (Vn) satisfasse les trois conditions suivantes 

a) soient xeE e t m un entier : s_~i x n'appartient pas ~ Vm, 

il existe un entier n tel ~ue xeV n e_~t Vnn V m = 

b) soient deux entiers m e_~t n tels ~ue Vmn V n = ~. !i existe alors 

un entier Po tel ~ue VpnV m o__uu VpnV m soit vide pour tout p ~ Po 

c) soient deux ,entiers m e_~t n tels que VmnV n = ~. I1 existe alors 

une sous-suite finie, dont les ~le'ments rencontrent V n mais non Vm, 

• . • r 

et dont la reunlon est un recouvrement de tout element de la suite 

rencontrant V mais non V . 
n m 

Enfin, il est int@ressant de rioter qu'on peut montrer assez facile- 

ment (cf DAVIES [ ]) que les mesures M ~ consid@re~s au paragraphe 2 

sont du "type Hausdorff", les (Vn) ~tant alors une suite de compacts 

satisfaisant les conditions du th~or~me s i precedent. 


